Fonctions du second degré.

Définition et représentation graphique

Définition Fonction du second degré

Un fonction du second degré (ou polynéme du second degré) est une fonction P :
R — R définie par

P(x)=ax?+bx+c avec a#0.

Définition Parabole
La représentation graphique d'une fonction du second degré P (x) = ax® + bx +c¢
est une parabole.

— Si a > 0, la parabole est ouverte — Si a <0, la parabole est ouverte
vers le haut. vers le bas.
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Propriéte Sommet de la parabole
’Tparabole admet un sommet de coordonnées S(a, ) avec :
b b? b? —4ac
a4=—— et ,BIP((Z)IC——Z— .
2a 4a 4a
Définition Forme canonique

La forme canonique d’'une fonction du second degré est I'écriture

P@=ax-a?+p ou a=-L, f=P (a).




Démonstration

On part de P (x) = ax® + bx +c avec a #0.

P(x)= a(x2+§x)+c

2
- 4 .
En posant a = —% et = %, on obtient P (x) = a(x— a)? + B.

Propriété

Pour P (x) =ax®*+bx+ceta#0,0na:

) . . b - b?®+4ac
— sia>0,P admet un minimumen x=a=—-— de valeur f= ——;
2a 4a
. . b - b%®+4ac
— sia<0,P admet un maximumen x=a=-— devaleur f= ———.
2a 4a
Propriété
On en déduit les tableaux de variations suivants
Cas a > 0 (minimum) Cas a < 0 (maximum)
X —0Q a +00 X —00 a +00
+00 +00
p
ﬁ —00 —0o0
— Sur ]—00; al, f est décroissante. — Sur ]—o0; al, f est croissante.

— Surla; +ool, f est croissante. — Sur [a; +ool, f est décroissante.




Définition

Le discriminant d’'une fonction du second degré, définie par P (x) = ax® + bx+c¢
(avec a #0) est le réel

A = b? - 4ac.

Propriété
On considére le polynolynéme P (x) = ax? + bx + ¢ et I'équation P = 0. Le nombre
de solution de I'équation dépend du disciminant A.
A <0, L'équation (E) n'admet pas de solution dans R, on dit alors que P n’a pas de
racine réelle.

A =0, 'équation (E) admet une unique solution dans R, S = {2—} on dit alors que
a

P a une racine double.

A >0, Léquation (E) admet deux solution réelles distinctes, S = {x1, x»} avec :

_-b-VA ~b+VA

, et xp =
2a 2a

X1

Démonstration

Considérons la fonction du second degré f(x) = ax®+bx+c, et sa forme canonique

-b b? —4ac
—a(x-a)’+p aveca=—et f=——-——.
f@=alx-a)*+p a=_ B i
fx)=0
a(x—a)2+,6:0
, b*-4ac
alx—a)*——— =0
4a
, b*-4ac
alx—a)- = ———
4a
x a)z_b2—4ac
 4q?
. : : . . b*—4ac 9
Cette équation admet des solutions si et seulement si aZ >0. Comme 4a* est
a

2

toujours positive, 4—;0 dépend uniquement du signe de b* —4ac, noté A.
a

— Si A <0, 'équation n‘a pas de solution.
S=¢

. A 5 . .
— SiA=0,alors v 0 I'équation a une solution.

(x—a)2=0©x—a=0©x:a

4]




Démonstration

— Si A >0, 'équation n‘a pas de solution.

(x—a)?=A
A A
Soitx—a=4/— Soit x—q = —1/ —
4(12 4612
. A . —VA
SOIJ[JC—CKZ£ Soitx—a= \/_
2a 2a
A _
Soitx=£+a Soit x= +a
2a a
- A -Db . -VA -b
SOItx=£+— Soit x = \/_+_
2a 2a 2a 2a
: -b+ VA . -b-VA
SO|tx:i Softx:—\/_
2a 2a

g_|7P-VA -b+VA
a 2a ' 2a

Propriété

Pour P (x) = ax®+bx+cavec a#0 :

1

— SiA>0,alors P (x) = a(x—x1)(x—x2) oU x; et x sont les deux racines réelles;
) . b .
— siA=0,alors P (x) = a(x—x1)% ol x; = = est la racine double;
a

— siA<0, P nadmet pas de forme factorisée sur R.

Propriété
Le signe d'une fonction de second degrés dépend de A et de a.
— SiA<0, alors le tableau de signe de la fonction f est :
X —00 +00
fx) signe de a

— SiA=0, alors le tableau de signe de la fonction f est :

-b
% —o0 - +00
2a
fx) signe de a 0 signe de a
— SiA=0, alors le tableau de signe de la fonction f le suivant.
On suppose que x1 < xa.
-b -b
X - — — +00
2a 2a

fx) signedea 0 signede—-a 0 signedea
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